Matematyka dyskretna

Jakub Rydzewski jrefizyka.umk.pl

Lista nr 1:
Data: 26/02/21

1.

© 0o N O

10.

Pewna liczba sze$ciocyfrowa a koriczy sie cyfra 5. Jesli te cyfre przestawimy na miejsce pierwsze ze strony lewej,
to otrzymamy nowa liczbe cztery razy wieksza od poprzedniej. Znalezé liczbe a.

. Znalez¢ liczbe czterocyfrowa n? bedaca kwadratem pewnej liczby naturalnej n, ktorej cyfra tysiecy jest réwna

cyfrze dziesiatek, a cyfra setek jest o 1 wieksza of cyfry jednosci.

. Dowiezé, ze dla n € N:

a) 910" —1 b) 310" 44" —2 ¢) 30[n° —n d) 3)n£5)

. Dowiez¢, ze dla n € N liczba (n + 1)™ — 1 jest podzielna przez liczbe n?.

. Stosujac algorytm Euklidesa znalezé NWD liczb:

a) 963 1 657 b) 4231 198 c) 1109 i 4999 d) 229, 3911 667

. Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa znalezé NWD dla przyktadow z zadania poprzedniego.
. Narysowa¢ schemat blokowy algorytmu Euklidesa.
. Zaimplementowa¢ algorytm Eukidesa w wersji podstawowe]j i rozszerzonej w dowolnym jezyku programowania.

. Stosujac rozklad na czynniki pierwsze, znalezé NWW nastepujacych liczb:

a) 360 i 504 b) 1871 533 c) 9163, 2737 1 9639

Najwiekszy wspolny dzielnik liczb naturalnych jest réwny 24, a najwieksza wspodlna wielokrotnosé tych liczb
wynosi 2496. Znalezé te liczby.

Lista nr 2:
Data: 12/03/21
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. Obliczy¢ ostatnia cyfre liczby

. Udowodnié, ze reszta z dzielenia przez 10 liczby 3

Uzasadni¢, ze iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez szesc.

Liczbe 1000 roztozy¢ na takie dwa sktadniki dodatnie, aby pierwszy byt wielokrotnoscia 10, a drugi w dzieleniu
przez 13 dawal reszte 3.

. Pokazaé, ze jedli p jest liczba pierwsza wieksza od 5, to p? przy dzieleniu przez 30 daje reszte réwna 1 lub 19.

. Mamy podana liczbe pieciocyfrowa 3 152, w ktorej cyfre tysiecy zastapiono . Wyznaczy¢ cyfre tysiecy tak,

aby liczba byta podzielna przez szesnascie. Ile rozwigzan ma to zadanie?

21000

. Pokazaé, ze 61! =71 63!

. Pokazac’, ze 211'31 =11.31 2.

3100 3100

jest taka sama jak reszta z dzielenia przez 10 liczby

. Obliczyé¢ reszte z dzielenia 3'%° przez 100.
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10. Obliczy¢ reszte z dzielenia 279, 370, 470, 570 przez 71.
11. Wykazaé, ze 13|27 + 37°.
12. Obliczy¢ nastepujace wyrazenia:
a) (50-51+415) mod 7 b) 15-36 mod 7 c) 15%-37% mod 7
d) 7000 mod 9 e) 2% mod 5 f) 7 mod 10
Lista nr 3:

Data: 19/03/21
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Udowodnié¢ przechodnio$é relacji kongruencji.
Pokazaé, ze jezeli a =, b oraz ¢ =,,, d, to a + c =, b+ d.

Pokazaé, ze jezeli a =, b oraz ¢ =, d, to ac =, bd.

. Pokazaé, ze liczba a € Z,, jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a, m) = 1.
. Pokaza¢, ze dla n > 0, jesli ad =, bd oraz NWD(n,d) =1, to a =, b.

. Zapisujac wykladnik potegi binarnie, oblicz nastepujace wyrazenia:

a) 72 mod 10 b) 5%% mod 7  ¢) 3! mod 13 d) 12°3 mod 7 e) 77 mod 6 f) 12136 mod 7

. Zmalez¢ wartosci funkcji Eulera dla nastepujacych liczb:

a) 375 b) 720 c) 957 d) 988 e) 1440 f) 4320

. Funkcja Eulera dla argumentu a przyjmuje wartosé 120, gdzie a = pq oraz p — ¢ = 2, przy czym p oraz q sa

dwiema liczbami pierwszymi r6znymi od siebie. Znalezé liczbe a.

. Funkcja Eulera dla argumentu a przyjmuje wartosé 11424, gdzie a = p2?q?, przy czym p oraz q sa dwiema

liczbami pierwszymi réznymi od siebie. Znalezé liczbe a.
Znalez¢ x, jesli funkcja Eulera w x przyjmuje wartosé 12.

Wykorzystujac Mate Twierdzenie Fermata, obliczyé¢ wyrazenie 7126 mod 11. Ile mnozeii jest potrzebnych, aby
je obliczy¢?

Wykorzystujac Twierdzenie Eulera, obliczy¢ 13'°1 mod 16.

Lista nr 4:
Data: 26/03/21
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Obliczy¢ reszty z nastepujacych wyrazen:

a) 5%6 mod 13 b) 104 + 53 (mod 7) c¢) 3713 (mod 17)
d) 283 — 1 (mod 167) e) 3'2 45 (mod 11) f) 150 — 1 (mod 7)
g) 53 46" (mod 9) h) 1030 — 78 (mod 15) i) 65+ 14 (mod 128)

j) 692 mod 25

Jesli to mozliwe, rozwiazaé¢ przyklady z zadania 1. za pomoca twierdzenia Eulera.



3. Korzystajac z twierdzenia Eulera uproscié, a nastepnie obliczyé¢ nastepujace kongruencje:
a) 22° + 1+ 1=450 b) 222+ 2+ 1=50 c) B3+ Tr2 4+ =135
d) 2194+ 32% — 42 =71 e) 72?2l — 6210 +5r =11 4 f) 131907 =4 1581

. Korzystajac z twierdzenia Eulera, policzyé dwie ostatnie cyfry 31001,

. Zastepujac wyrazenie 1033 + 124 (mod 15) uktadem kongruencji, znalezé jego rozwiazanie.

. Wypisa¢ tabele dodawania i mnozenia dla Z,,, dla n od 2 do 9.
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. Korzystajac z utworzonych tabel wyznaczy¢ wszystkie rozwiazania nastepujacych kongruencji liniowych:
a) Sxr =72 b) 4z =72 c) dox =73 d) 5z +2=73 e) 3r+5=97

8. Rozwiazaé¢ nastepujace réwnania w pierscieniu Zg:

a) 1+2=0 b) 1+z=2 c) 5+x=2

9. Przedstawié¢ tabliczke dodawania i mnozenia w ciele Z; i poda¢ elementy odwrotne do 2, 516 w Z~.

Lista nr 5:
Data: 9/04/21

1. Wykonaé dzielenie wielomianow p(x)/s(x) obliczajac iloraz ¢(x) oraz reszte z dzielenia r(x):

a) p(z

)—2:[; +52% + 322 + 132 — 3, s(z) =22 + 2
b) p(z) =2° -2t —23 -3z -1, s(z) ==z
) =
)

212
c) p(z
d) p(z

2. Wykona¢ dzielenie wielomianéw p(x)/s(z) obliczajac iloraz g(x) oraz reszte z dzielenia r(z). Dziatania wykonaé¢
we wskazanej arytmetyce modularne;j:

22° + 3z* + 822 + 27 — 15, s(z) =22 + 3
=a25—-1,s(z)=2—1

a) p(xr) =2° + 3z + 423 + 22 + 1, s(z) = 322 + 2 (mod 5)
b) ()—33: + 22, s(z) = 22 + 1 (mod 5)
©) p(z) = 2%, s(z) = o+ 1 (mod 2)
d) p(z )—m6+m +1, s(z) =2 + 2+ 1 (mod 2)
3. Zastosowac algorytm Euklidesa dla wielomianéow p(z) i ¢(z) by wyznaczyé ich NWD.
a) p(r) =22 +4x+3,q(z) =22 +2 -6
b) p(z) = 23 — 222 — 13z + 15, q(z) = 22 — 3z — 10
¢) p(x) =23 +2+2, q(x) = 2>+ 2 (mod 3)
d) p(z) =2% -1, q(x) = 22 + 22 + 2 (mod 3)
e) p(r) =2*+ 2%+, ¢(r) = 2% +1 (mod 2)
4. W Z4 wykonaé nastepujace dzialania:
a) (z* + 222+ 22+ 1) + (2% + 23 + 322 + 22 + 2)
b) (222 4+ x + 3)(2z* + 32 + 22 + 3x)
c) (2234222 +3)- (322 + 2+ 2)
d) (2z* +3)- (22 +1)



4
5. Dobra¢ liczby a, b € Z, aby wielomian 2° — 423 + 2X?2 + ax + b € Z[z] przy dzieleniu przez x — 1 dawal reszte
1, a przy dzieleniu przez x — 2 reszte —5.

6. Wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych przy dzieleniu przez x — 2 daje reszte 1, za$ przy dzieleniu przez
x — 1 daje reszte 2. Jaka reszte daje ten wielomian przy dzieleniu przez (z — 1)(z — 2)?

7. Dobraé takie liczby catkowite a, b, aby wielomian 2* + 522 + ax? + bz + 3 € Z[x] dzielil sie przez wielomian
x? — 2z — 3.

Lista nr 6:
Data: 16/04/21

Oznaczenia: GF(p) = Z, oraz GF(p") = Zp/=y, gdzie f jest stopnia n. Ciala: Z, oraz GF(p") = Z, /=y, gdy f nad
Zy jest nierozkladalny.

1. Znalez¢ wielomiany nierokladalne stopnia 1, 2 i 3 nad Zs oraz Zs.

2. Przedstawi¢ nastepujace wielomiany w postaci iloczynu wielomianéw nierozktadalnych:

Nad Zy:
a) f(X)=X"+X?+X+1 b) f(X)=X°+X3+X?+X
o) f(X)=X"-X d) f(X)=X"+1

Nad Zs:
a) f(X)=X"-X b) f(X)=X8+X"+2X6+ X2+ X +2

. Wypisaé elementy cial skonczonych GF'(4) oraz GF(9).
. Zmalez¢ wielomian nierozkladalny w GF(4) eliminujac wszystkie wielomiany rozktadalne.
. Czy GF(9) moze mie¢ wiecej niz jeden wielomian nierozktadalny? Jesli tak, jak nazywamy zbior takich ciat?

. Czy wielomian X3 — X — 1 jest redukowalny nad GF(2) lub GF(3)?

N O Ot = W

. Dlaczego dla elementéw x oraz y pierScienia przemiennego o charakterystyce p € P prawdziwa jest relacja
(z+y)? = ¥ + y??

8. Wyznaczy¢ tabelki dzialani (+,-) w nastepujacych pierscieniach wielomianéw nad K,,[X], m € Z. Ktore z tych
pierscieni sg ciatami?

a) Ks[X]/=x211 b) Ku[X]/=x241 ) Ko[X]/=x241 d) Ko[X]/=x24x41
e) KolX]/=x34x41 £) Ks[X]/=x24x+1 g) Ke[X]/=x2-1
9. W pierscieniu Z[X]/=x2, rozwiaza¢ réownanie (142X + X?)t =5+ 9X + X? o niewiadomej t.
10. W pierscieniu Z3[X]/=x312x41, rozwiaza¢ rownania o niewiadomej ¢:
a) (1+2X 4+2X2+ X3 +2X + 1)t =2+ X +2X? + X3 4+2X +1
b) (X +X3+2X+1)t=X>+2X+1




Lista nr 7:
Data: 80/04,/21

Oznaczenia: Kod liniowy o dlugosci n i wymiarze k to podprzestrzen liniowa C' o wymiarze k przestrzeni wektorowej
Fy. Dla ¢ = 2 kod nazywamy binarnym. Wektory w C' to stowa kodowe. Wielkos¢ kodu to ilos¢ stow kodowych w C,

¢*. Macierz generujaca G kodu C to kazda macierz rzedu k speliajaca H- GT = 0, gdzie macierz H rzedu n — k to
macierz kontroli parzystosci, dla ktérej kazde stowo kodowe x spetnia warunek H - x = 0.

1. Tekst zapisany jest za pomoca 26 liter alfabetu laciniskiego: a, b, ..., z. Aby zaszyfrowaé tekst nalezy utozsamié
zbior liter z elementami pierscienia Zog, tj. a =0, b= 1, ..., z = 25 i wybraé¢ dwie liczby ¢ i ¢ € Zqg, takie ze
NDW (¢,26) = 1 i zaszyfrowaé litera po literze wedlug wzoru:

C(x) = Yz + ¢ (mod 26).
Funkcja deszyfrujaca dana jest wzorem:
D(y) =y ~'y —¢~"'¢ (mod 26).
a) Dla ¢ = 23 1 ¢ = 20 zaszyfruj stowo matematyka.

b) Udowodnié, ze funkcja szyfrujaca jest C(z) jest wzajemnie jednoznacza, tj. D(C(z)) = z.
2. Poda¢ odlegtos¢ Hamminga dla nastepujacych par stow kodowych:
a) 01011101110 b) 01100101 c) 01203 i 02101

3. Sprawdzi¢, czy wielomian X7 + X% + X% + X3 4 1 jest stowem kodowym binarnego kodu wielomianowego
Z[X]/=x14x34x241 dlugosci n = 8.

4. Zakodowaé wielomiany nalezace do Z2[X]/=x3_1 przemnazajac je przez wielomian X — 1. Czy otrzymany kod
jest cykliczny?

5. Zakodowa¢ wielomiany nalezace do Zs[X]/=xs_1 przemnazajac je przez wielomian X2 + X + 1. Czy otrzymany
kod jest cykliczny?

6. Korekta t przeklamanych bitow w binarnym kodzie blokowym typu (n,k) jest mozliwa, jezeli n spelnia
nier6wnosc:
t
n
ok < 37 ( )
p=0 p
Jak duze musi by¢ n, aby przy przesylaniu k = 4 uzytkowych bitéw mozliwa byla korekta ¢ = 1,2 bitow lub
odpowiednio 3 bitow? Znajdz podobne oszacowanie dla n, gdy k = 6.

7. Przesytamy 32-bitowe slowa kodowe przez zaszumione lacze. Ile bitow uzytkowych mozna zakodowaé w tych
stowach jezli przewidujemy korekte a) jednego, b) dwoch przektamanych bitow?

8. Znalez¢ macierz generujaca binarnego (6,3)-kodu liniowego o macierzy kontroli patrzystosci:

0111
H=(1010
1100

o = O

0
0
1

Odkodowa¢ wektory ¢; = [1,1,0,0,1,0], c2 = [0,1,1,1,0,0] oraz ¢z = [1,0,1,0,1,1].
9. Wektor ¢ = [c1,...,c7] € Z jest stowem kodowym binarnego (7,4)-kodu liniowego wtedy i tylko wtedy, gdy:
€1 = ¢4 +c5 +cr,
€2 = ¢4+ C6 + C7,
c3 = ¢4 + C5 + Cg.

Znalez¢é macierz generujaca oraz macierz kontroli parzystosci kodu. Zakodowaé¢ wiadomosé¢é u = [0,1,1,0].
Sprawdzié¢, czy wektor ¢ = [0,0,0,0, 1,1, 1] nalezy do tego kodu. Odkodowaé stowa c¢; = [0,0,0,0,1,1, 1] oraz
¢y =10,0,0,1,1,1,1].



Lista nr 8:
Data: 7/05/21

1. Znalezé¢ rozklad liczby N wykorzystujac metode faktoryzacji Fermata dla:

a) N =187 b) N =255 c) N =5959 d) N = 6557 e) N = 5005
2. Zmalez¢ rozktad liczby N wykorzystujac metode p — 1 Pollarda dla:

a) N =533 b) N =299 c) N =1739 d) N = 34571 e) N = 220459

3. Znalezé rozktad liczby N z uzyciem metody p Pollarda. Za wielomian generujacy sekwencje liczb pseudolosowych
wziaé g(x) = (2 +1) mod N:

a) N =221 b) N =7171 c) N =8051 d) N = 15347 e) N = 84923
4. Wykorzystujac test pierwszosci Fermata, sprawdzié czy nastepujace liczby N sa liczbami pierwszymi:

a) N =341 b) N =561 ¢) N =1001 d) N =1105 e) N=1729
5. Sprawdzi¢, czy a jest generatorem w Z,, dla:

a) a=2,n=11 b) a=2,n=41 ¢) a=3,n=11 d) a=3,n=41

Lista nr 9:
Data: 21/05/21

1. Wyznaczy¢ macierze sasiedztwa oraz incydencji dla ponizszego grafu:

2. Wykorzystujac tw. Cayley’a (tj. istnieje n"~2 drzew o n wierzotkach), narysowaé¢ wszystkie drzewa dla n = 3
oraz n = 4 i podzieli¢ je na klasy drzew izomorficznych.

3. Ktory z ponizszych graféw ma cykle Eulera? Poda¢ ciag wierzchotkow w cyklu Eulera, jesli taki istnieje.

s t r s

b~
OE

u v wou w

(a) (b) (c)

4. Wykorzystaé algorytm Fleury’ego do znalezienia cyklu Eulera w grafie z 3(b).



5. Zbudowaé¢ graf majacy zbior wierzchotkow {0,1}3, w ktérym wierzcholki v i w sa polaczone krawiedzia, jesli
ciagi v i w r6znia sie dokladnie na dwoch wspotrzednych. (a) Ile sktadowych ma taki graf? (b) Ile wierzchotkow
danego stopnia ma ten graf? Czy ma cykl Eulera?

6. Zbudowaé graf na podstawie ponizszego schematu domu. Czy mozna obej$é caly dom przechodzac przez kazde
drzwi dokladnie jeden raz?

AN /
/ /




	Matematyka dyskretna

